第七單元  空間向量
A【重點複習】

1空間向量之基本性質

A. 空間向量的絕對值:

1.設A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)為空間中二點，
則向量
[image: image1.wmf]AB

=( x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1)，

      向量
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的長度為|
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2.空間向量
[image: image5.wmf]v
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= (a, b, c)，
a, b, c分別稱為
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的x分量、y分量、z分量，
      |
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B. 空間向量的內積:

    1. 設
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=(a1, a2, a3), 
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=(b1, b2, b3)為空間中二向量，
夾角為θ，則
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與
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的內積定義為
[image: image12.wmf]a

v

·
[image: image13.wmf]b

v

= |
[image: image14.wmf]a

v

||
[image: image15.wmf]b

v

|cos θ，
其坐標表示法為 
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2. 設
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為空間中三向量，則:

(1). 
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(2). 
[image: image25.wmf]a

v

垂直
[image: image26.wmf]b

v
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C. 空間向量的正射影:

 設
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、
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為空間中二向量，則
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在
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方向上的正射影為
[image: image43.wmf]b

b

a

v

v

v

)

b

 

(

2

×


D. 體積與面積:

   (1)面積公式:設
[image: image44.wmf]a
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=(a1, a2, a3), 
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v

=(b1, b2, b3)為空間中二向量，
則此二向量其所張的平行四邊形面積為 :
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(2)體積公式: 設
[image: image47.wmf]a
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=(a1, a2, a3), 
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=(b1, b2, b3), 
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=(c1, c2, c3),

為空間中三向量，
則此三向量其所張的平行六面體體積為Δ =
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又此三向量其所張的四面體體積為
[image: image51.wmf]6
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E. 空間向量的方向角:

   設空間向量
[image: image52.wmf]v
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=(a, b, c)，定點A(a, b, c)，則
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。若
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與x軸, y軸, z軸的
正向夾角為α, β, γ，其中0 ≤ α, β, γ ≤ π，則稱α, β, γ為
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的方向角，

cos α =
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   所以 : cos 2 α + cos 2 β + cos 2 γ = 1。

2空間中的平面

	A. 平面方程式
1.點向式: 過點P(x0, y0, z0)，且法線向量為
eq \o(,n)
= (a, b, c)之平面方程式為

a (x – x0) + b ( y–y0) + c ( z – z 0) = 0

  2.一般式： a x + b y + c z + d = 0， a, b, c, d ( R。
3.截距式：一平面交三坐標軸於(a, 0, 0)，(0, b, 0)，(0, 0, c)，且abc ( 0。

平面方程式為    
[image: image61.wmf]1
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	B.平面族方程式(補充)
  設E1：a1 x + b1 y + c1 z + d1 = 0，E2：a2 x + b2 y + c2 z + d2 = 0，(E1 , E2 不平行)
  則過E1、E2 交線之所有平面方程式可設為 :
   kE 1 + E2 = 0 (不包含E 1)   或   E1 +kE2 = 0 (不包含E 2)。


	C.二平面的夾角
E1：a1 x + b1 y + c1 z = d1        ( 
eq \o(,n1)
= (a1, b1, c1) 

E2：a2 x + b2 y + c2 z = d2        ( 
eq \o(,n2)
= (a2, b2, c2)

(1) cos ( =  
EQ \F(,n1)
(
eq \o(,n2)
,|
eq \o(,n1)
||
eq \o(,n2)
|)
   (另一交角為 ((( )   (2) E1 ( E2  ( 
eq \o(,n1)
(
eq \o(,n2)
 = 0



	D.點到平面的距離：
1.給定一平面E：ax + by + cz + d = 0及一點P0(x0 , y0 , z0)，
( d (P, E) =
[image: image62.wmf]ax
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2.若E1：ax + by + cz + d1 = 0，E2：ax + by + cz + d2 = 0，
     ( d (E1, E2) =
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E.二面角的平分面 :

平面E1：a1 x + b1 y + c1 z = d1與平面E2：a2 x + b2 y + c2 z = d2所夾二面角的
平分面方程式為  
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	3空間中的直線

1. 設直線L的方向向量為(a, b, c)，且過定點(x0 , y0 , z0)，則L的

(1) 對稱比例式：
[image: image65.wmf]c
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(2) 參數式：
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2. 二面式：二平面E1：a1x + b1y +c1z +d1 = 0 與E2：a2x + b2y +c2z +d2 = 0之

交線的方程式為 
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              其方向向量為 ( 
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B【基本題型】

1.DABC為一正四面體，稜長為10，DH垂直平面ACB，則
(1)
[image: image72.wmf]DH

之長為何?  (2)平面ACD與ACB之夾角為(，求cos (。        
 Ans: 
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2.在空間坐標中，設xy平面為一鏡面，有一光線通過點P(1，2，1)，射向鏡面上的點O(0，0，0)，經鏡面反射後通過R。若
[image: image74.wmf]PO

OR
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=

，則R點的坐標為何?

Ans: (–2, –4, 2)
3.平面E之法向量為(3, –2, 1)，且三截距和為13，求平面E之方程式。
                                                 Ans: 3x – 2y + z = 78/5

4.平面E包含x + 2y – 3z + 2 = 0與3x – 2y + z – 5 = 0之交線，

(1)若E通過點(1, –1, 2)，則E之方程式為何?
(2)若E與平面2x + y – z – 1 = 0垂直，則E之方程式為何?
                    Ans: (1)17x – 6y – z – 21 = 0  (2)18x – 20 y + 16 z – 41 = 0

5.試求合於下列條件的平面方程式

(1)過A(2, 1, (1)，B(1, 1, 2)，且與平面7x + 4y – 4z = 0垂直。
(2)過點A(1, 2, 3)，垂直於E1: x + y – z + 3 = 0與2x – y + 3z –1 =0二平面。
Ans: (1)12x – 17y + 4z – 3 = 0  (2) 2x – 5y – 3z + 17 = 0

6. (1)二平行平面x – 2y + 2z – 1 = 0與x – 2y + 2z + 5= 0間之距離為何?
(2)與平面2x + 2y + z – 3 = 0平行且距離為2的平面方程式為何?
                   Ans: (1) 2 (2) 2x + 2y + z + 3 = 0或 2x + 2y + z – 9 = 0
C【實力測驗】

7.一平面通過二點A(1, –1, 1)，B(–1, 3, 1)，且與平面x + y + 1 = 0之銳夾角為 EQ \F((,4)
則平面E之方程式為______或________。    

         Ans: 2x + y – 2z + 1 = 0 或 2x + y + 2z – 3 = 0

8.設x, y, z( R，且滿足x + 2y + 2z – 3 = 0，試求
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9.設
[image: image76.wmf]a

v

=(1, -2, 3), 
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R) 的值為最小，

其最小值為     。                                         Ans: 2，
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10.下列方程式何者與: x+1 =
[image: image82.wmf]2
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+ 1 = z 表同一直線。
  
[image: image83.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

+

î

í

ì

=

+

+

=

+

î

í

ì

=

+

+

=

+

+

0

1

3

2

)

(

1

0

2

)

(

1

1

2

3

)

(

z

y

x

z

y

x

C

z

y

x

y

x

B

z

y

x

z

y

x

A

  (D) x = 
[image: image84.wmf]2

y

= z –1

  (E) x-1 =
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11.包含直線
[image: image86.wmf]2

3

1

2

2

1

-

+

=

-

=

+

z

y

x

且垂直於平面2x - y + z =0的平面方程式為

       。                                  Ans: x + 6y + 4z + 1 = 0
12.設直線L:
[image: image87.wmf]1
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與一定點P(0, 0, 2)，則:

(1) P至直線L的最短距離為     。

(2) P關於L的對稱點坐標為     。

(3) 包含點P與直線L的平面方程式為     。

Ans: (1) 3  (2) (4, -2, -2)  (3) x – 2y + 2z = 4

13.設直線L:
[image: image88.wmf]6
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與一定點P(1, 0, 1)，則包含點P與直線L的
平面方程式為     。                               Ans: x – 2y + z = 0

14.點P(4, 2, 5)

(1).到直線L:
[image: image89.wmf]1
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的距離為        ；
(2).P在L上的正射影點為        。              Ans: (1) 3
[image: image90.wmf]3

 (2) (3, 1, 0) 

15.設直線L: x +1 =
[image: image91.wmf]3
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與一定點P(1, 2, 3)，則:

  (1) P在L上的正射影坐標為      。
(2) P關於L的對稱點坐標為      。          Ans: (1) (0, 0, 2)  (2) (-1, -2, 1)
16.二相交直線 L1 :
[image: image92.wmf]4
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與L2 :
[image: image93.wmf]3
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的交點為       ，
  同時包含此二直線的平面方程式為           。

Ans: (5, 4, 3)，x +2y –z = 10
17.二平行直線 L1 :
[image: image94.wmf]4
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與L2 :
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(1) 兩線之間的距離為       

(2) 同時包含此二直線的平面方程式為           。

Ans : (1) 3  (2) 2x –y – 2z + 4 = 0

18.設點P(1, -1, 2)、平面E: 3x + 2y – z +5 = 0與一直線L:
[image: image96.wmf]3

2

2

-

=

-

y

x

= z-1，求:
(1).過P且與E垂直的直線方程式為___________。

(2).過P且與L垂直的平面方程式為____________。
Ans: (1) 
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  (2) 2x-3y+z = 7

D【聯考類型】

1.【83.推甄試題】
下列有關空間的敘述，哪些是正確的？                                 

(A)過已知直線外一點，「恰有」一平面與此直線垂直。                   

(B)過已知直線外一點，「恰有」一平面與此直線平行。                    

(C)過已知平面外一點，「恰有」一直線與此平面平行。                    

(D)過已知平面外一點，「恰有」一平面與此平面垂直。                    

(E)過已知平面外一點，「恰有」一平面與此平面平行。                     

【答】(A) (E)

【解析】觀念性題目同學切勿死背，多想想實際情形即可判斷。
        (B)(C)(D)均不只一個平面(或直線)合所求,非唯一。
2.【83.推甄試題】
設
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兩平面的交線，則直線
[image: image99.wmf]L

上與點Q (1，2，3)    

距離最近之點的座標為      。                                          

【答】
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【解析】
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   已知Q (1，2，3)

      
[image: image102.wmf]2

1

)

2

5

(

2

13

10

2

2

2

+

-

=

+

-

=

t

t

t

PQ

 

 
[image: image103.wmf]即所求

當

)

2

5

,

2

5

,

1

(

2

5

:

p

t

Þ

=


3.【83.推甄試題】
設直線
[image: image104.wmf]L

的方程式為
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，則下列哪一個平面與
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平行。
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【答】(B)

【解析】因為若平面E平行L，則E之法向量
[image: image112.wmf]L
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之方向向量
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，其內積為
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        (C)
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        (E)
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4.【84.推甄試題】

在空間座標中，設
[image: image120.wmf]xy

平面為一鏡面。有一光線通過點
[image: image121.wmf]P

(1，2，1)，射向鏡面上的點O (0，0，0)，經鏡面反射後通過點
[image: image122.wmf]R

，若
[image: image123.wmf]PO

OR

2

=

，則
[image: image124.wmf]R

點的座標        。                                       
5.【84.推甄試題】

圖中
[image: image125.wmf]ABCD

為正四面體，
[image: image126.wmf]M

為
[image: image127.wmf]CD

的中點，試問下列哪些敘述是正確的？

(A) 直線
[image: image128.wmf]CD

與平面
[image: image129.wmf]ABM

垂直                       A

(B) 向量
[image: image130.wmf]AB

與向量
[image: image131.wmf]CD

垂直                B                  D

(C)
[image: image132.wmf]ADB

AMB

Ð

>

Ð

                                      M

                                               C

(D)平面
[image: image133.wmf]ACD

與平面
[image: image134.wmf]BCD

的兩面角(銳角)大於
[image: image135.wmf]°

60

    

(E) 
[image: image136.wmf]BM

BA

=

。 

【答】(A)(B)(C)(D)

【解析】如圖：正四面體之每一面，皆為正三角形。

    (A)
[image: image137.wmf]CD

BM

CD

AM

^

^

,

(正三角形之中線垂直平分底邊)
則知: 
[image: image138.wmf]CD

垂直平面
[image: image139.wmf]AMB

。

    (B)
[image: image140.wmf]CD

垂直平面
[image: image141.wmf]AMB

上任一方向，所以
[image: image142.wmf]AB

CD

^
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    (C)
[image: image143.wmf]BD
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[image: image144.wmf]ADB
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,

均面對同一線段
[image: image145.wmf]AB

，所以
[image: image146.wmf]°
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。

    (D)平面ACD與平面BCD之夾角為
[image: image147.wmf]°
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    (E)
[image: image148.wmf]BA
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 故: (E)錯，餘均正確。

6.【85.推甄試題】

已知直線
[image: image149.wmf]1

L

，
[image: image150.wmf]2

L

交於(1，0，-1)，且相互垂直，其中                     
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 EMBED Equation.3  [image: image153.wmf]R
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，
[image: image154.wmf]2
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：
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 EMBED Equation.3  [image: image156.wmf]R

t

Î

，若以 
[image: image157.wmf]1

L

為軸將
[image: image158.wmf]2

L

旋轉一圈
得一平面，則此平面方程式為何？

(A) 
[image: image159.wmf]1
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x

         (B) 
[image: image160.wmf]0
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y

         (C) 
[image: image161.wmf]0
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(D) 
[image: image162.wmf]2
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   (E) 
[image: image163.wmf]0
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。                        
【答】(C)

【解析】
[image: image164.wmf]1

L

之方向向量
[image: image165.wmf])
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[image: image166.wmf]2

L

之方向向量
[image: image167.wmf])
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[image: image168.wmf]Þ
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兩線互相垂直。

        以
[image: image169.wmf]1

L

為軸，將
[image: image170.wmf]2

L

旋轉一圈，所得平面設為E，則平面E之法向量為平

行
[image: image171.wmf]1

L

之方向向量, 故取法向量
[image: image172.wmf]N

=(1,1,0)，又平面經過
[image: image173.wmf]2

L

上點(1,0,-1)

則此平面方程式 
[image: image174.wmf]0
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7.【85.推甄試題】
學校蓋了一棟正四面體的玻璃溫室(如圖)。今欲將一鋼柱橫架在室中，作為吊花的橫樑。其兩端分別固定在兩面牆
[image: image175.wmf]ABC

和
[image: image176.wmf]ACD

的重心
[image: image177.wmf]E

，
[image: image178.wmf]F

處。生物老師要先知道這個鋼柱多長，才能請工人製作。雖然
[image: image179.wmf]BD

的長度很容易量出，卻很難爬到
[image: image180.wmf]E

，
[image: image181.wmf]F

點測量
[image: image182.wmf]EF

。生物老師在上課時說出它的問題，
立即有一位同學說他有辦法。                         A

這位同學在紙上畫出了圖(如圖示)，               E     F

算出
[image: image183.wmf]EF

：
[image: image184.wmf]BD

就解決了這個問題。         B                 D

問
[image: image185.wmf]EF

：
[image: image186.wmf]BD

=        。                            C  

【答】
[image: image187.wmf]3
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【解析】E、F分別為
[image: image188.wmf]ABC

D

、
[image: image189.wmf]ACD

D

之重心，設
[image: image190.wmf]BC

、
[image: image191.wmf]DC

中點為G及H，則
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        由(1)，(2)知
[image: image194.wmf]BD
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8.【86.推甄試題】

設
[image: image196.wmf]q

為兩平面
[image: image197.wmf]2
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與

的夾角(取銳角)，則
[image: image198.wmf]q

最接近的整數度數為       度。                                    

【答】82

【解析】
[image: image199.wmf])
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[image: image200.wmf])
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[image: image201.wmf]q

為銳角， 所以
        
[image: image202.wmf]133
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     查表得 : 
[image: image203.wmf]°
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9.【86.推甄試題】
有一正立方體，其邊長都是1。如果向量
[image: image204.wmf]a

的起點與終點都是此正立方體的頂點，且
[image: image205.wmf]a

=1，則共有多少個不相等的向量
[image: image206.wmf]a

？(A)3  (B)6  (C)12  (D)24  (E)28。

【答】(B)

【解析】前後、上下、左右每個方向各有一個，共有六個。

        即 
[image: image207.wmf]個
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10.【86.推甄試題】
考慮一正立方體六個面的各中心點，則以其中四個中心點為頂點的正方形一共有幾個？(A)3  (B)4  (C)6  (D)8  (E)12。       

【答】(A)

【解析】設正立方體各面中心點依次為A、B、C、D、E、F，

        則ABCD，AECF，BFDE即為所求之三個正方形。

11.【87.推甄試題】
在空間中，下列哪些點可與A(1，2，3)，B(2，5，3)，C(2，6，4)三點構成一平行四邊形？

(A)(-1，-5，-2)  (B)(1，1，2)  (C)(1，3，4)  (D)(3，7，6)  (E)(3，9，4)。   

【答】(B)(C)(E)

【解析】令第四點為D，則:D=C+A-B=(1,3,4)，
或:D=A+B-C=(1,1,2)

                      或:D=B+C-A=(3,9,4)            故選(B)(C)(E)

12.【88.推甄試題】
在空間中，連接點
[image: image208.wmf]P

(2，1，3)點與
[image: image209.wmf]Q

(4，5，5)的線段
[image: image210.wmf]PQ

之垂直平分面為     。

【答】
[image: image211.wmf]13
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【解析】所求平面法向量
[image: image212.wmf]PQ
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[image: image214.wmf]PQ

中點 M(3,3,4)  所求平面為:
[image: image215.wmf]13
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。

13.【88.推甄試題】
圖右為一正立方體, 試問下列何者為真 ?

(A).
[image: image216.wmf]0
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    (B).
[image: image217.wmf]0
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(C).
[image: image218.wmf]AC
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[image: image219.wmf]0
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[image: image220.wmf]EC
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【答】(A)(B)(C)(E)

【解析】(A)
[image: image221.wmf]EA

與平面EFGH垂直，
[image: image222.wmf]EA

垂直於平面上任一向量 
[image: image223.wmf]0
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        (B)
[image: image224.wmf]EF

與平面ADHE垂直，
[image: image225.wmf]EF

垂直於平面上任一向量 
[image: image226.wmf]0
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        (C)向量
[image: image227.wmf]AC
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        (D)ACGE為一長方形，兩對角線不垂直  
[image: image228.wmf]0
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        (E)
[image: image229.wmf]EC
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14.【89.推甄試題】
空間中有一直線
[image: image230.wmf]L

與平面
[image: image231.wmf]E

：
[image: image232.wmf]9
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垂直。試求通過點(2，-3，4)且與直線
[image: image233.wmf]L

垂直的平面方程式。               。        

【答】
[image: image234.wmf]8
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【解析】垂直同一直線之兩平面平行，故所求平面與平面E法向量相同！

        設所求平面為
[image: image235.wmf]`
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：
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        因
[image: image237.wmf]`
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過(2,-3,4)，代入得k=8 , 所求:
[image: image238.wmf]`
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：
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